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　　　ヤーコプ・ベルヌーイの無限級数論2：
第2論文（1692年）から第5論文（1704年）の分析
林　知宏
1　はじめに
　ヤーコプ・ベルヌーイは，1689年の第1論文から1704年の第5論文まで，無限級数を主
題とする5本の連作論文を公にした．全体を通じて命題が通し番号で1から60まで掲げら
れ，一貫したテーマのもとで内容が演繹的に構成されている．特に第1論文は，後続の議
論のための前提事項が列挙されている。そしてその時点ですでに既知であったが必ずしも
証明が提示されていなかった，無限調和級数
1＋⊥＋⊥＋⊥＋⊥＋，．．
　2　　3　 　4　　5
の発散やライプニッツの級数
⊥＋⊥＋1＋⊥＋⊥＋．．．
3　　8　 　　　2415　　　　　35
の和を見いだすことに明快な解決を与えていた．この第1論文の持つ意義について［林
2005］で分析した．潜在的に新たな数学的展開が生まれる可能性があったことも指摘して
おいた．
　本論考においてわれわれは，第2論文以降どのような議論が第1論文の基礎の上に築か
れたのかを追究していきたい．ベルヌーイ論文は，17世紀において何が解決されたのかを
整理し，データベースとして後世の者の閲覧を可能にすることを意図しているかのようで
ある，彼に先行した数学者たちが取り組んできた求積（面積，体積，長さを求めること）
に関する諸々の問題を，無限級数という一つの技法に帰着させ，その応用例として統一的
にまとめ直そうとする様相をわれわれは確認することができるだろう．
2　第2論文から第5論文における要点
2．1第2論文「無限級数に関する諸命題第2部」（1692年刊）
　第2論文は命題18から35までを含む．1中でも命題24において，ベルヌーイはいわゆる
「ゼータ関数」，
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ζ＠）一十＋歩＋歩＋… （1）
について言及する．2ここで彼は（1）を偶数番目の項の和ζ。　（m）と奇数番目の項の和
ζ。（m）に分解し，両者の比を求める．すなわち，
ζ。（m）一吉＋歩＋÷＋…
　　　　　l　　l　　1ζ’（〃1）＝一ﾝ万一＋一≡i幕「＋－a．一一1－’”
に対して，
ζo（m）　ζ8（m）＝2nt－1：1 （2）
め成立を主張する．
　証明は次のように行われる．
x（一ζ（m））一十＋歩＋÷＋歩＋歩＋言＋…
　　　　y（－c。　（m））一→汁÷＋歩＋…
とするとき，
x－刪齦 ＋歩＋÷＋…
なる．よって，
［林2005］同様，参照するテキストは［Bernoulli　WJK］，　Band　4である．図もテキストに掲載のものを利用す
．本文中に命題番号を明記することにより，例外的に必要と考えた場合を除いて逐次該当個所に言及するこ
は行わない．
「ゼータ関数」の命名はヤーコプ・ベルヌーイではなく，19世紀のリーマンによる．それ以前の18世紀にこの
限級数についての様々な公式を証明したのは，オイラーである．典型的なものとして，彼の主著の一つr無
解析入門1（174・年刊）第1巻第15章・あ・無限積・の関係式り一i－：．lis・一一渠（ただ・・は素数・nは自然
）が挙げられる（［Euler　1748］，　pp．252f，邦訳［オイラー一一2001］，248頁）．このmに対して，より一般的に
素数値までを想定し，これに「ζ」の記号を用いたのがリーマンである（1859年）（［Riemann　GMW］，　S．177，
訳［リーマン2004］，155頁．または［caj　ori　1928－29］，　vo1．2，　p．278）．本文中では便宜的にリーマンの記号
用いた．
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　　　　　l　　l　 　　12Mx－2my＝ｺ＋ず「＋ず「＋’”＝x
したがって・mx－x－・My・すなわちy－x一烽ﾜたはx－・一歩ゆえに・
・・x－・（－c。　（m）・9。　（m））－x一焉E麦一1一歩・歩一γ一1・1
が成り立つ，ここで示される手法は，基本的に第1論文の命題14から17において用いられ
ていたものと同じである．すなわち，全体の無限級数（x）において，代数的な操作を通
じて奇数番目の項の和（y）と偶数番目の項の和（x－y）の比が導かれている．本来この
「証明」は，無限級数の収束が保証されるm＞1の場合において有効である．だがここで
mの範囲についての言及はまったくない．さらにこの命題24に付された註でベルヌーイは
「ここで（たとえ未知であろうとも）二つの級数のそれぞれの和は，互いに対して既知の
比を持ち得ることが明らかである．命題17終わり直前を見よ．」としている．3実際ベル
ヌーイは，その命題17の議論の中で立方ハイパボロイド（方程式．x　xyニaabによって性質
が表される）を引き合いに出し，その漸近線によって囲まれた領域が「その級数の有限和
によって限界づけられるということを証明することが可能である」述べていた．4それら
のことからも，（〃1＞1と正確に把握していたかは別にして）級数の収束に対して一定の
前提を持っていたと判断できる．
　以上の記述に対して，後にヤーコプ・ベルヌーイの論文集を編纂し，刊行した（1765年）
クラメルは，この第2論文を掲載した当該箇所に注釈をつけて，ベルヌーイの議論を批判
している・特に2・x－・写一十忌＋÷＋…＝・　xとするとき，本来のxの騰と・一・
とした段階で項数が半分になっている（はず！）の級数とが等置されていることを問題視
している．（「xの項数が級数　2－（x－y）の2倍よりも多いことに気がついていない」）．した
がって2m（x－y）：x＝r：sとおき，この「比r：sが一体何であるかを示さなければならな
い」と強調する．5
　ベルヌーイの議論とそれに対するクラメルの批判は無限級数と有限級数について，どち
らを主体にして他方を考えるかということに帰着される．有限級数において成立し得ない
事柄を用いて無限級数の計算を行うことは論理的に無理がある．演繹体系の維持を目指す
ならば，ベルヌーイの論理展開では粗さが目立つとクラメルが考えても不思議はない．他
方，この論証を組み立てたベルヌーイは，代数的な処理を通じて得た結果を許容すること
1［Bernoulli　WJK］，　Band　4，　S．75．
4すなわちζ　（m）においてm・＝2の場合に言及していたことになる．Ibid．，　S．6L
s［Bernoulli　JCO］，　p，531．クラメルはy：x－y＝2Ms－r：rから，　r＝sのときのみy：x－y＝2nt－1：1が成立するこ
とを述べている．
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で結論のより広い一般性を得ることができると考えているようである．実際，ベルヌーイ
はこの命題24の註で，ζ・（m）に対してm・1の場合も論じている．例えばm－÷の場合，
すなわち
ζ（÷）一士＋かか士＋…
において，命題16で無限大に発散することが証明済みの調和級数よりも各分母が小さいの
でこの無限級数の和も無限になると指摘している．その上で，なお
奇数番目の項の和9．（12）・偶媚目の項の畷去）－E－i・1
が成立するとしている．つまり式（2）の関係は，無限級数の収束・発散と無関係に適用
可能と了解されている．ベルヌーイはここで「たとえ無限の本性によって，有限の知性に
は了解し得ないと考えられるとしても，われわれは十分に確証を持つのである．無限の和
を持つ他の同様の級数に関しても同じことが理解されるべきである」と誇らしげに述べて
いる．6
　こうした議論の運びをクラメルに同調して厳密性に欠けると批判することはたやすい．
しかし要はどのような前提のもとで論証が構築されるかということである．ベルヌーイは
確かに無限級数ζ（m）の収束を一般的な見地から考慮せず，都合よく形式的処理を行って
いた．しかも引き出された性質自体は一般的に成立すると信じていたふしがある．しかし
そのスタンスを首尾一貫させつつ，議論が続けられるならばある種の整合性は保たれるこ
とになる．すなわち自己の議論の無矛盾性を獲得することが可能と考えたに違いない．結
局その議論の根底を揺るがすに足る特異例が現れない限りにおいて，構成そのものへの反
省は生じない．第2論文でも第1論文命題14で採用された手法は活用され続ける．先の
［林2005］で分析したように，第1論文ではその命題14を合理的に正当化するための演繹
構造が組まれていた．ベルヌーイ論文は，自己の論証に必要な諸前提を立て，活用される
手法を正当化する程度に論理構築がなされている．すなわち「自給自足」的に論証可能な
ように議論が展開されているのである．
　ここで見られる論証に対する精神は，ユークリッド『原論』のそれと合致している．し
かも双曲線と同様に漸近線で囲まれた領域の例が持ち出されるように，何らかの幾何学的
直観で埋め合せようとする点も類似している．7この命題24における議論の進め方だけを
見ると，ベルヌーイ論文はある面でヨーロッパの数学に受け継がれてきた伝統を正当に継
承しているとも判断できるのである．
　第2論文の命題27以降は，根号を含んだ数についての議論が展開される．それらは必ずし
6［Bernoulli　WJK】，　Band　4，　S．75．
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もわれわれの議論とは関係を持たない．そこで第3論文の要点を把握することに進みたい．
2．2　第3論文「無限級数に関する諸命題第3部」（1696年刊）
　第3論文は命題36から46までを含む．この第3論文以降（第4論文，第5論文も含めて）
副題として「領域の求積と曲線の求長におけるそれら〔無限級数〕の利用について論じる」
が付されている．実際，後半の命題42以降，双曲線下の面積や，円弧の求長，円錐曲線で
囲まれた領域の面積を無限級数を用いて表示することが提示される．級数にまつわる一般
論，技法の正当化の段階が終了し，17世紀の数学者たちの主たる関心事だった問題への無
限級数の応用にベルヌーイが取り組むことになる．
　こうした級数の適用例の前に，この論文では17世紀後半の先行研究に対する言及が見ら
れる点が興味深い．メルカトル，ウォリス，グレゴリー，ニュートン，ライプニッッといっ
た固有名が具体的に挙げられている．これは5連作の他の論文にはない特徴である．ベル
ヌーイは名前を挙げた人々の成果が詳細に関して何も伝わっていない（少なくともベルヌー
イにはそう見える）と主張している．この第3論文が発表された1696年の段階ではニュー
トンの成果は著作としてまったく公刊されていない．メルカトル，ウォリス，グレゴリー，
ライプニッツは著作・論文等を発表している．ベルヌーイもそれらに目を通しているはず
である・だが例えば・（f公式を示した）ライプニ・ツの16・2年謙の成果がどのよう1・
正当化されるか十分説得力のある形で提示されていなかった．ベルヌーイの不満はそこに
あった．同時にすでに得られた結果を再構成できれば一つの貢献になると考えたのではな
いか．第1論文執筆の動機をわれわれはそのように推測した．S　したがってベルヌーイが
第1論文以降に演繹的に組み立ててきた彼の方法論の中に，17世紀中の過去の成果を吸収
してしまおうという意図を持つのも自然の成り行きである．
　命題36から命題40ではメルカトルの『対数技法』（Logarithmotechnia）（1670年刊）で展
開されていた分数量の無限級数展開が扱われる．9例えば，
m十n　　　m　　mm　　　〃1
L＝＝⊥±⊥＋輿±些＋讐±…（命題36，37）
m m
7ユークリッド「原論」において，図は論証の展開の中で暗黙の前提を埋めるための補足の役割を果たしている．
第1巻の冒頭におかれた命題1を見れば明らかである．すなわち正三角形の作図を主張するその命題で，与え
られた線分の両端点を中心とし，その線分の長さを半径とする二つの円が交点を持つことは論証されない．そ
れ以前におかれた定義・公準・公理にもどこにも記されていない．代わりに図が置かれている（［ユークリッド
1971］，3頁）．まさに「百聞は一見に如かず」と言わんばかりにである．厳密な論証のモデルとして長らく君
臨する「原論」において，図が果たす役割の重要性は，すでに研究者たちによって指摘されている．代表的な
論者として［Netz　l　999］参照．
s［林2005］参照．
9メルカトル自身の議論は［Mercator　1668］参照．なお「2乗された項」を表記する際，テキストでは基本的に
同じ文字を2個並べて表している．本論文は繁雑にならない限りはテキスト通り表記するが，適宜改変するの
で注意のこと．
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　　　　　　（詣一f”＃’？＋警4＋努±…（命題・8・・9）
　　　　　　　（痛一÷勢＋6穿〃±11’III1：’？3＋嬰±…（命題・・）
　　　　　　＠美。y一誰±等＋1讐2蜘3罪±…（命題・・の註）
という結果が示されている．実際，命題36，37はm－nの場合，〃1＞nを条件として「分
子を分母で連続的に割り算することで」得られると紹介されている．
　命題38は，命題36の方法の上に第1論文命題14で用いられた複数の無限級数に分解する
やり方がやはり採用される．すなわち，
　　　　　　＠≒アー≠。×配≒一配≒×（⊥＋」与＋4＋…m　〃！　m）
から
　　　（論アーA一規≠配。＋㎡垢。＋㎡竺箒。＋㎡些論。＋㎡㌦＋…
とした上で，個別に再度無限級数に展開し，
　　　　　　　　　醒配≒。一論＋器＋豊＋驚；＋釜＋…－B
　　　　　　　　　、’・－　4t，＋弊＋卑｝＋1・1＋…－c
　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　m－〃1〃粥
　　　　　　　　　　lnn
　　　　　　　　　4　　　　3　　　　　　　　　m－mn
　　　　　　　　　　ln3
　　　　　　　　　5　　　　4　　　　　　　　　m－mn
　　　　　　　　　　ln‘
　　　　　　　　　6　　　　5　　　　　　　　　m－mn
縦に並んだ項を加えることによって，
????????＝??＝ ＝?? ???????????????
　　　　　A－B＋C＋D＋E＋F＋…4。＋專＋3’禦＋卑≠＋￥（4，‘・…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　　〃1　　　　　 m　　　m 〃露
を得ている．
命題42は，第1論文命題16系でも一度取り上げられていた双曲線とその漸近線によって
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図1　第3論文命題42
囲まれる面積の無限級数表示である．この命題に対して二つの解法が提示される．一つは
ウォリス『無限算術』による方法，もう一つはライプニッツ流の計算方法である．図1に
おいて，領域CBIO，あるいはCBtOを求めるために，　AB＝BDニ1，　BC＝b，　BI＝Bt＝x（＜1）
と設定される．
　まずウォリスの方法による解法は次のようなものである．図1において横軸上のBIあ
るいはBtをn分割する．　Bをいわば「座標の原点」にとり，微小な一区間の幅を±dと
する．このとき双曲線下の領域を区分求積法によって求める．そして分割された各長方形
の面積を次のように命題36，37により無限級数展開する．
　　　　　　　　わ4　　　　　　　　　　＝わd±bdd＋わd　3±bd　4＋わd　5±わ46＋…Bκ（BK）＝　　　　　　　1平4
　　　　　　bd　　　　　　　　＝わ4±2bdd十4Z》4ヨ±8bd　4十16わ45±32わ46十・。・EL（ελ）＝　　　　　1：F24
　　　　　　わ4　　　　　　　　＝わ4±ηわ面十ηηわが±n3bd‘十ガわ45±η5わ46十…RO（po）＝　　　　　1午π4
　これらを再び，各無限級数の縦に並んだ（dに関して）同じ次数の項どうし加えること
によって，
双曲線下の領域CB・・（CB・・）一率±響4＋￥’d±η芸4＋〃誓4±〃誓4＋…（・）
を得る．ベルヌーイは，この結果（3）に至る計算がウォリス『無限算術』において語ら
れているとしている．1°なおベルヌーイは当該箇所において，ウォリスの結果を同様に
「われわれも他の場所で証明するだろう」と述べている．この級数に関する5連作論文中
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には現れないが，同時期にすでに執筆を構想していたと考えられる『推測術』（Ars
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nc・njectandi）（死後1713年刊tテ）の中でΣkVの公式（通常「ベルヌーイの公式」と称され
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1る）として示される．“
　一方，ライプニッツ流の解法は，先のウォリスの場合と同じ設定で始まる．ただし横幅
の分割はn分割ではなく，R1（ρt）＝dUとされる．　dUは無論，微小な量を表している．そ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　bして双曲線の性質から，IO（tO）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　となる．ウォリスの方法と同様に命題36，37によっ　　　　　　　　　　　　　　　　　1：Fx
てこれを無限級数展開し，
　　　　　　わぬ　　　　　　　　＝わぬ±厩ぬ＋bxxdκ±わκ3dU＋bx4…RO（ρo）＝　　　　　　1平κ
（4）
を得る．だがウォリスの方法と異なるのは，
　　　　　　bdκ要素の和S　　　　　　　　を求めて」）　　　　　1平x
式（4）が得られた段階で，項別積分し（「諸
領域C…（CB・・）－b・±学＋筆午＋与… （5）
が導かれていることである．「和を求める」という言葉を用いているが，無限級数の公式
というより，微分量を求めることに対する逆演算，すなわち積分計算として公式化されて
いることに注意しなければならない．12ウォリスの方法は，ベルヌーイが第1論文におい
て基礎づけた無限級数計算の技法（無限級数の展開において縦に並んだ同じ次数の項を加
える）の枠の中に位置づけられる．それに対してライプニッツの方法は，新たな演算操作
によって，そうした技法を利用する過程が省略されている．命題42の場において，ベルヌー
イはこの二つの方法に対して，比較を試みて特に優劣を論じていない．だが命題43以降で
1°Eォリス「無限算術」命題44で示されている．［Wallis　1695］，1，　p．384．
IIuベルヌーイの公式」については［Bernouni　WJK］，　Band　3，　S．157－168参照．
12п[コプ・ベルヌーイの論文では，第3論文以降，和（あるいはわれわれが考える意味での積分）を表す記号
としてSが用いられる．無論，これはライプニッッの考案した記号fと同義である．今後，本文中においては
便宜のためにベルヌーイの記号ではなく，ライプニッツの記号を用いる．
　一方，ライプニッツが初めて彼の微分計算と積分計算（ライプニッッ自身は「積分計算」（caluculus　integralis）
という用語は使わなかった）の様相を公にしたのは，1684年論文「分数量にも無理量にも煩わされない極大・
極小および接線を求める新方法…」と1686年論文「深奥なる幾何学ならびに不可分者と無限の解析について」
であった．それらの論文の内容については［林2000］あるいは［林2003a］第2章で分析したが，ライプニッ
ッは当初から彼の作り出した記号dU，またはdを多義的に用いていた．すなわち，一つは微小な量そのものを
代替して表すことである。また一方で，有限量xに対して微小な量dUを対応させる演算操作（作用素と称して
もよいだろう）を表すためにdの記号を利用していた（［Leibniz　GM］，V，　S．220ff，邦訳［ライプニッツ1997］，
296－300頁）．特に後者の発想がライプニッツの数学においてきわめて重要である．同様に董686年論文で初めて
記号／を導入した際，それを操作dの逆操作と位置づけていた（lbid．，　S．231，同邦訳，326頁）．結局，ライプ
ニッッがニュートンとともに「微分積分学の創始者」と称されるのは，こうした微分と積分との逆関係を記号
を与えて明確に宣言したことによる．それによってウォリスを含めた1670年代までの無限級数計算の手法と一
線を画することができたのである．
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BEE　A
　　図2　第3論文命題45
D
は，ライプニッツ流の方法で一貫しているところを見るならば，ベルヌーイの意図すると
ころは明瞭である．
　第3論文は命題45で円の切片の面積と円弧の求長が問題にされる．いま図2でAB＝1，
BE＝xとするときEH＝療’，　FE＝LG＝dUのとき固有三角形（弧LHを含むそれぞれ
微小な辺を持つ三角形）と三鰍朋の相似から・・H一梶烽?ｾる・よって微小
な扇椥・の面積は孟≒となる・ここで目標・ま円の切kHABの面積を求めること
であるが，ベルヌーイはここで海マー÷とする（変量）変換を導入している・Llこれ
によって・一 ﾗから微分計算の公式。・よって・dU－（ifl／illlX，d，’・・となる・ま砿マー
÷－i－itlll・一，，・さらには命題37より
　　　　扇形肌の面積一、斎一1望〆・磁＋t‘d・－t6d・＋t8d・一…
を得る．よって，
　　　　　　　求める面軸・（一∫1肇〆）一’一争多一争号一…・　（・）
またはこれを÷で割って・
　　　　　　　　　　　弧・H尋一写謬一午＋等一…
を導いている．さらにこの命題の系1で特にtニ1として，すなわち式（6）で四分円の面
13墲黷墲黷ﾍム蒋ぬのタイプの積分に対して，三角関数を用いた置換によって有理関数の積分に帰着させ
るのを通例とする．
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図3　第3論文命題46
積を求めることから，
　　　　　　　　　　　　　1L＝1＿⊥＋⊥＿⊥＋⊥＿．．．
　　　　　　　　　　　　　　4　　　　3　　　　 　 　　5　7　9
を得ている・これは言うまでもなくライプニ・ツが1682年に初めて公にしたf公式に他
ならない．
　さらに命題46では楕円の一部分の面積も同様の方法で求めている．こちらは図3におい
て，ABニa，　AL＝1，　BG＝x，　A　G＝z・＝a－x，　FG＝CH＝dU＝－dz，（｝D＝y，　DH＝dy，　AD＝
u＝V？i7yと設定するところから始まる．またC1は軸ABに平行に，　CEはADの延長上
にCから垂直に引かれている．このとき曲線の性質からa2：1＝－z2＋a2：y2，すなわち
め＝－z2＋a2が成り立つ．これを両辺微分して，　dy＝一H4z＝準となる．一方，三角
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αyαy
形DGA，　DHIの相似からy：zニdy：HI，すなわちHI＝一血が成り立つ．よって
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y
　　　　　　　　　　　　　　α一過L4、一血⊃璽
　　　　　　　　　　　　　　　　　y　　　　　　　y
となる．さらに三角形AGDと1ECの相似からu：y＝mpd　d：CEが成り立ち，よって
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y
CE一{となる・したがって・面積要素ACD一去・×CE一撃一、濫≒
となる．14ここでもhaiR＝！の変換を適用する．
　　　　　　　　　　　　　　　t
伍マー1望・・血一器・、畿≒一階・一磁一at2＋a・・一・t・dt＋a・・d・一…
寄毛警一箸・代入・て整理す・・撃一箸・な・・そ・て曲線の性質によb，　・’・・＝＝一・・a2－
2αx－x2から得られる．
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と（命題36，37によって）無限級数展開しておいてから，項別積分を行う．これより，
楕円に囲まれた領域ABCD－at一ｾ＋誓一争午一…
を導いている．
　以上，第3論文においてベルヌーイはウォリスとライプニッッの方法を併記した上で，
命題43以降はライプニッツ流の記号法と計算を活用する．その後の論文の内容を見ると，
ライプニッツ流の優位性に対する確信は明らかである．しかしウォリスに関しては，第5
論文の中で補間法について論じる際，再び言及される．もはや基礎を演繹的に積み上げる
段階は終了した．第4論文以降も対象となる曲線を変えながら，応用の範囲が広がる様相
を提示することに主眼が置かれることになるだろう．
2．3　第4論文「級数に関する諸命題第4部」（1698年刊）
　第4論文は命題47から52までを含む．ここでは第3論文で扱われた円錐曲線に代わって，
超越曲線が問題とされる．すなわち有限次の多項式によって表される代数曲線と異なる曲
線を扱う．第1の例は対数曲線である．まず命題47は「与えられた数に対して級数によっ
て対数を見いだすこと」である．すなわち，図4において，与えられた数RE（ρε）に対
してその対蜘・（A・）の量を求めることである渓質は，∫畿の礪分関数を無限
級数に展開した後，項別に積分すること（つまり命題36，37の手法を利用すること）が紹
介されている．また命題49は「カテナリー曲線の縦線を級数によって示すこと」である．
同じ図4で，「その両端から拘束なく吊るされた鎖が自分自身の重さによって形成する」
カテナリー曲線がμBλであるとする．さらに中心A，頂点B，軸ABD，パラメータAB＝
1，横線（abscissa）Ai＝zとするとき，その縦線（applicata）1λまたはtp＝＝yを求める．ヤー
コプ・ベルヌーイは弟ヨハン・ベルヌーイの1691年論文の成果に言及しつつ，
炉濃「であるとしている・’S－tこでその平方根を取り除くために・やはり変量変
換を行い，VI：T－t－・としている．こOP変換によって，　z一傷’，改一’豪1・・し
たがって碩一〔畜’から畜一等なり・命題47で求めた対数曲線の
求積に帰着する．
　命題51，52は曲線の求長を扱う．前者は図5の放物線BCZ）の長さを求める．また後者
は図4における対数曲線BE（あるいはBε）の長さを求めようとしている．それぞれ平方
根内に2次式が含んだ積分の問題になる。実際に命題51の内容を確認すると，図5で頂点
i5ヨハンの1691年論文は，［Bernoulli・JHO］，pp．48－51参照．一方，ライプニッツも同じ1691年にカテナリー曲線
にかかわる論文を発表している．
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図4　第4論文命題47
B，軸BG，通径aの放物線に対して，　BG＝x，　GD＝y，　BCZ）＝s，　FG＝CH＝dU，　DHニdy，
CD＝厭＝dsとする．さらに放物線の方程式がCLX、・＝、Yyによって与えられている場
合を想定している．このとき曲線の方程式を両辺微分して，Wh＝2ydyとなる．加えて
a2dU　2ニa2ds　2－a2dy　2＝4y　2　dy　2からa2ds　2・・a2dy　2＋4y　2　dy　2と変形する．つまりads＝
dyVEsTiyJ5一となる．先の命題47，49同様，　ViTRFy＝z－2yという変換が行われる．16再
びこの変換によって一癌7－・一・・一望2・の一守2改となり，
傭一の冊一z4＋藷ぎ＋α妻婆＋αllz＋留 （7）
獅：錨；棊ll墳響製聾響1撫轡（臓；翻
しては，先の命題47同様，直接対数になるとは書かれていない．この命題51の系において，
双曲線とその漸近線との間にできる領域の面積と関連していると控えめに記されているだ
けである．むしろ第3論文の命題37の方法にたち返る．すなわち，zニa＋tとおいて
t6ｽ方根内に2次式を含んだ関数の積分は，　czx2＋bx＋c＝t－ViTx（a＞0）によってtについての有理関数の積分
に帰着する．ベルヌーイが行った変換はこれに相当する．
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図5　第4論文命題51
αllz－、瓢尋一争薯一雑＋…
と無限級数に展開しておいてから，
　　a　2dt－⊥一⊥＋〆　t4
?
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2十…　　　　　　　　　　　　　　　　4・4a4・3a4a十4t 4・1　　 2
を得ている．
　この第4論文は，最後の命題52で対数曲線の求長（図4のBE（あるいはBε）の長さを
求める）が行われ，また無限級数による表示が与えられるところで終わる．第4論文は古
来より考察されてきた円錐曲線の求積に加えて，対象を超越曲線へと拡大している．その
代表例として対数曲線やカテナリーに対する問題が解決される．これは17世紀の数学的発
展が残した成果の到達点である．しかも先人たちが体系化された方法論の中で，必ずしも
各々の結果を提示することができなかったのに比して，ベルヌーイは当初から意図した基
礎の設定の下で明確に示した．ライプニッツ流の微分積分学の記号表示，個別の積分計算
における公式の適用，変量変換による解決済みの型への帰着．通常，微分積分学の演習問
題としてわれわれにもなじみ深い問題群が，この第4論文で全面展開された感がある．ヤー
コプ・ベルヌーイの最晩年に公になった第5論文の分析を加えた上で，最終的にこのベル
”積分記号fがライプニッツの発案であり，「積分算（calculus　integralis）」という呼称がベルヌーイ兄弟による
ことはよく知られている．だが定積分の記号表示として，上限と下限を積分記号／の右側の上下に記すことま
でをライプニッッやベルヌーイ兄弟は行っていない．ここでは便宜的にわれわれの記号法を用いた．現在使用
される定積分の表記は，19世紀前半にフーリエによって始められたと考えられている．［Cajori　l928－291］，
Vo1．2，　PP．249f参照．
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ヌーイの級数論の持つ歴史的意味合いを検討していきたい．
2．4　第5論文「無限級数に関する諸命題第5部」（1704年刊）
　最終の第5論文は命題53から60までを含む．この論文では，まず無理量の有理量（によ
る無限級数）への変換の技法が3通り紹介される．ウォリスの補間法（命題53），一般2
項展開による方法（命題54），未定係数法による方法（命題55）である．またそれらの応
用として弾性曲線（curva　elastica）の関係式を与えること，およびその曲線の求長（命題
56，57），対数が与えられたときに元の数を無限級数を通して表示すること（＝対数関数
の逆関数，つまり指数関数の無限級数展開）（命題59），弾性曲線によって囲まれた領域の
面積を求めること（命題60）が提示される．
命題53では分数量（論γ（m・・，P－1，2，・・，・）の無限級数展開が以下のよう1・表示
される．
??．??
与迦．
??か
」???
伽≒一轟＋警＋3無4鑑讐3＋響…
（詣一÷＋薯＋6穿〃＋望＋！・：’ge－III，n‘＋…
（詣一÷＋警＋’験”＋2票＋3響＋…
（8）
（9）
（10）
（ll）
その上で・斗÷号の場合に有理量による無限級数展開を与えようとする．このとき
ベルヌーイはウォリス『無限算術』の命題172と182を参照し，そこに示されていた補間法
を利用する・］8すなわち式（・）から（11）で級数の各麟（t）Pに（叢プ（k・・1，2，・・，…）
と係数を乗じたものになっていることの延長線上で考える。ただし指数pに応じた図形数
（三角数禦・四鱗数Z竪等々）から作られる係数を乗じていく．こ
れによって，
嘉一涯・（1＋器＋ナi鑑集＋量≡£1謬＋量1£1ξ1藷＋…），（。一÷）（12）
藷一畜・（1＋釜＋多器＋llまぎ誤＋llまぎ1器＋…），（。一÷）
18mWallis　1695］，1，　pp．444－400（esp．　pp．444，447f），あるいは［Stedall　2004］，　pp．132－150参照．
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醒≒～9．．一÷～P．・（1＋蓋＋多器＋ll葺器＋象差1ぎ審＋…）・
（　　　3P一万）
を得ている．
次の命題54では，（1＋n）p（ただしn＜1）に対する次の一般2項展開を提示する．
　　（1＋n）・－1＋子・＋雫・・＋響ガ＋響ガ＋…
これをもとに・一 ???ﾌ場合が与えられて・・る（それぞれにPの値を代入する）・
　　　　　　　Vilri－i＋去一六・・＋，｝ll、　n・一一、｝蒜・4＋…
　　　　　　　Vi’F」i－－1＋÷一素朋＋，lll，　n3－，ξ竃薯、　n4＋…
　　　　　　　六一1－－lin＋lll・・－lllllガ＋lllllliガー…　　　（13）
　さらに命題55は「二つの不定量の，一方の他方に対する関係を求められたかのように仮
定された仮想級数（series　5cta）を用いて〔無限〕級数を通じて表すこと」と述べられて
いる．「仮想級数」という呼称が使われているが，実際にはわれわれの言う未定係数法を
意味する方法である．すなわち，二つの不定量x，yがあるとき，
y－a＋bx＋cx2＋ex3＋fx4＋°”
のように両者の関係式を設定し，両辺を微分するなどした上で同次項を比較して係数a，
b，c，…を決定する．
　以上の計算技法をふまえ，命題56で弾性曲線の解析に入る．図6でAB＝RZニa，　AE＝
pe＝x，　AP＝ECニy，　A9ニzとおく．加えてF（2＝dU，　DF＝　dy，　D9＝dzとする．ベルヌー
イは自分自身の1694年，1695年論文に言及しつつ，
　　　　　　　　　　　　　　　　dy一藷　　　　　　（14）
となることを紹介する．19そしてそれを前提にしながら，命題53の方法を方法1，命題54
19п[コプ・ベルヌーイの1694年，1695年論文の該当個所は，［Bernoull　WJK］，Band　5，　S．　l　l3－116，137を参照．
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図6　第5論文命題56
の方法を方法2として無理量の現れる式（14）の右辺を無限級数化している．方法1によ
れば論一～9．．とおくことで式（12）1・あてはめ（m－。・，　n－1－。・），
　　　　　　　　　詩一詰＋券＋ll藷il＋1；lll窪il＋…　　　（15）
を得ている．よって求めるAPとAEの関係式は，この式（15）の右辺を項別に積分して，
　　　　　　　　・一孟＋、Y7ka7fi＋，轟。＋鵡鰐1。＋…　　（16）
となる．
　一方，方法2によればaニ1，－x”　・nとして（13）にあてはめ，
　　　　　　　　7E　l　ii7一詣一1＋÷x4＋÷射＋lilll・・＋…
となる．さらに上式の両辺にx2dUをかけた上で，項別積分を行い，1とおいたαを戻し
て式（16）を再び得ている．
。鍵57は同じ弾舳線の求長を考えて・・る・図・で睦酬飴悪＋dU・　・・
a、＿x、から，再び命題53で1＝m＝a‘，n＝x4として，
　　　　　　嘉一諄x4－1＋券＋lllぎi＋lll；1差；＋…
を得る．よって求めるAeの長さは，
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　　　　　1xs　　　　l・3xg　　　　　　　　　l・3・5xi：z＝　x＋Q．5a・＋2．4．9。・＋2．4．6．13al3＋’°°
となる．
命題55の未定係数法は命題59で用いられる．ここでは図1において，「対数曲線」pcg
（軸AD，一定の接線影t）と対数BI（Bt）　＝＝xが与えられる．2°求める数10（10）＝yとする
と，曲線の性質から，
±dydU－y　t⇔y－±筈 （17）
となるが，命題55の未定係数法を用いるために，y＝1＋bx＋cxx＋ex3＋ガ＋…とおく．こ
の式の両辺をxで微分して，｛鉛・＋…＋・ex2＋・fx3＋…とな礁式（17）より，
1十bx十cxx十ex3十fπ4十・・。＝±bt±2c㍑±3θ㍑2±4／tx3±5gtx4±。・・
と等置できる．次数の等しい項の係数を比較して，
b－±?E・一±－Ili、7　一　－i－・．li｝｝、　t・・一±圭一±1．、1，F，．f－±舌一11・2。3・4〆’
を得る．結局，
　　　　　　　　　　　　3　　　　　　4・－1±チ＋＆．2t±1．圭，t・＋1．il．i3．、t4±… （18）
が導かれる．ベルヌーイはここでライプニッツの1693年論文への参照を求めている．21
　また図1でBI（あるいはBt）をn等分し（1区間の幅をdとする），　nd＝BI（Bt）＝xと
する．さらに例えばCK（あるいはCK）の延長と立てられたBCとで区切られた部分をt
とする．このとき，
「°ﾀ質的には指数関数y＝e7が与えられると考えればよい．なお図1の中で，点Cにおける接線と軸ADとの交
点を求め，その点と点Bとの間の長さを接線影という．
21宴Cプニッツが1693年に発表した論文は「無限級数によるきわめて一般的な方法を用いて超越的な問題にも拡
張できる実用幾何学についての補説」のタイトルで公にされていた．ライプニッツはこの論文の冒頭で，メル
カトルによる分数量の無限級数展開（ベルヌーイ第3論文命題36から40に相当）やニュートンの一般2項展開
（ベルヌーイ第5論文命題54に相当）に言及しつつ，未定係数法による方法を一般性を備えた手段として紹介し
ている。ベルヌーイがこの第5論文命題59で示すやり方は，ライプニッッの1693年論文と同じものである
（［Leibniz　GM］，V，　S．285－288，［ライプニッツ1999］，12－16頁）．ライプニッツ自身は，後に係数を定めるため
に設定される無限級数のことを「任意級数（serie　arbitaire）」と呼んでいる．
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　　　　　　　　　　　・：1（－BC）－t±d：1±乎（－EK（・・））
が成り立つ．するとFL（φλ）一（1±子アGM（・・）一（1±子）3’・　R？V　（・・）一（1±子）‘・…よ
り，今度は命題54の一般2項展開を用いて，
・一・’（B・）一
ii±1）”－14＋n（号毒｝146±n（ril、弩弄24’
＋・（nm1）（n－2）（n－3＞d‘＋．．．
　　　　1。2・3・4’4
を得る．ここでnを無限に大きくするとCK（あるいはCK）は接線そのものに変わり，t
もこの曲線の点Cに対する接線影となる．またn，n－1，　n－2，　n－3，…はすべてnと見
なすことができる．よってnd＝xもふまえると，
y－1±巫＋nndd±が♂汁?つー?
?斌? ?つー十
?
1＝
　　　　　　n4d4　　　　　　　　　十＿1・2・3t　　　1・2・3・4〆｝
　3　　　　　　　　　　41．圭，t・＋1．2毒．4〆±…
と式（18）と同じ結果に達している．
　なおベルヌーイは，この展開（18）の収束に関して注意を促している．すなわちx＞t
の場合には，二つの最終項の比，
　　　　　　　　　　　　　　m－l　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　　　　　　　　　　　　ズ　　　　　　　　　　　　　　ぶ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　　　　　　　　　＝mt：x　　　　　　　　　　1。2・3・・…　（m－1）t”－I　　　 　　　　　　　 　　　l・2・3・。・・。Mtm
は任意の与えられた量よりも大きくなることを指摘し，x〈tのときには，初項からより
速く収束する（ab　initio　celerrime　convergunt）としている．
　さていよいよ第5論文の最終命題60にたどりついた．ここでは図6において命題56と同
様の設定がなされる（RZニa，　pg・＝x，　AC＝y）．加えて伸開曲線をMNT，点1Vにおいて
張られる「糸」（filius）を9N，22さらに91＞を延長し，軸axとの交点をvとする．ベル
ヌーイは自分自身の1694年・月発表の論文に言及しつつ，eN一去釧したがってNH一
去pe－t・，かつ除÷F9一去蹴する・このとき微小な三角形脚鵬Gの相似
から
nすなわち，点Nから曲線MIVTに沿って糸をたるませないようにほぐしていく．そのとき糸の先gの描く曲線
が弾性曲Wt　AgRである。
105
DF・Fe－dy・dU－…府一去炸澗・ぬ辱（－SG－HD
と式を立てている．さらに微小な領域NI（＝HI×NH）を考えて，
　　　　　　NI＝xduVi　7＝」唖一＿　a‘naiX
　　　　　　　　　　　　4xx　　4。。V？FI「　4．Vi［r7
　　　　　　　　＝領域MNHZの微小な変化量
x3dπ
4府 （19）
を得ている．
　ベルヌーイによれば，曲線R9，あるいはMVに係わる式（19）の第2項に対する積分
∫、毒≒は・・の減少分を考え・マイナスを7肖去して÷ViV7で与えられる．それ
に対して第1項は「絶対的に和をとることができないので，級数の中の無理性を取り除く」
必要がある・2囎而こ7一警…と・・う変換が行われる・それによって・・一誹
より・両辺微分して一・dU・一（αP留漉となる・また誓一ゲ（－QF7）一α壽4
から，（あわせてt＝a＋sと変換して）
一a4xdx
4．VE；＝7
aadt　　　aads　　　　aa　　　　 　　　　　 ds　　；　　　　　　　＝一×8t　　　8（a十s）　　8　　α十s
となる．最後の変換はa＞sが満たされるように行われている．このとき命題37が適用さ
れて，
∫α1ター∫誓×。肇，一誓×（　　　　　　　　　　　　3　　　　　　4音一蓋α＋孟・一毒・＋…）
となり，ゆえに
23п[コプ・ベルヌーイの1694年6月論文を受けて，ライプニッツは同年8月に論文を発表する．ライプニッツ
は弾性曲線に関連して登場した積分を他の曲線の求長問題に帰着させることを提案する．さらにライプニッツ
論文を受けて，ヤーコプが同年9月に論文を発表する．ヤーコプは問題とされた積分は，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　曲線x2＋y2＝σ葎＝アの求長に帰着することを示し，その曲線を「レムニスケート」と呼んだのだった．弾性曲線
の求積問題は，最終的にレムニスケート曲線の求長問題，すなわち楕円積分，楕円関数という19世紀前半まで
大いに議論されるテーマに結びついたことになる．［林2003a］，160－163頁参照．
106
求める領域一一∫、諸≒一∫、轟
　　　　　　　　一誓・（　　　　　　　　　　　　3　　　　　　　音一蓋α＋素・一孟・＋…）一÷vaこ7
を得る・さらに匠蒜をとって・v・ま得撫限騰を書き換える・最終的1こは
求める領域一響・（　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　4苦＋h／＋蓋一孟・＋…）量凝マ
としている．24
3　ベルヌーイの5連作論文の持つ意義
3．1アルキメデス以来の伝統の継承と発展
　われわれは［林2005］においてヤーコプ・ベルヌーイの無限級数の関する第1論文
（1689年）を，また本論文では第2論文（1692年）以降，第5論文（1704年）までのエッ
センスを分析してきた．全編にわたって無限級数の計算はある種の求積問題に結びついて
いた．すなわち，曲線によって囲まれた領域の面積や曲線自体の長さを求めることにであ
る．
　こうした求積問題が，もともと数学において中心的課題であったことは疑いない．
geometryの語源がgeo（土地）＋metry（測ること）にあることから見ても明らかである．
むしろ実用知としての測量から，理論構成を伴った学問へと転換する中で求積問題が無限
級数のと不即不離の関係になっていったのである．その流れを担い，大きな貢献を果たし
たのは言うまでもなくアルキメデス（紀元前287？－212）である．彼の名の下に後世に残さ
れた著作は，ベルヌーイ論文の中で言及されていたニュートン，ライプニッツ，ウォリス
等にとっても数学研究上の出発点であった．
懸に行・た変椥一希は前禰59で言及されていたものである・図4でAB＝・・撫影Aκ＝t・BI＝u，
Bt＝sとすると，　RE＝a－u，　pε＝a＋sとなる．このとき同じ図で
　　　　　　　　　　・・（・撫・の真数）－t×（f・諾・券・毒←・
　　　　　　　　　　・・㈱・・の真数）－t×（　　　　　　　3　　　　4i＿∬＋s＋s＋…a　　　2aa　　　3a3　　4a4）
となる．ただし「三つの縦tw　RE，　AB，ρεが連続的に比例する」場合，すなわちa－u，　a，　a＋sが等比数列
をなす場合（a・一・a－・）（a＋s）か・u一含）・二つの級数・互い・等しくなるとしてい・・それをふまえ
た変形である．
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一般に面積や曲線の長さといった量を求めるためには，必ずその対象を細分化した上で，
直線図形による近似→無限級数の計算に帰着
という作業が行われる．さらには近似から真の値に近づけるためのある種の極限移行が概
念的に伴う．こうした発想はアルキメデスの著作の中に確認できる．25したがってベルヌー
イ論文もアルキメデス以来の伝統に則った上で書かれていることは間違いない．無論，17
世紀に行われた求積問題の研究は，アルキメデスの手法とは異なる側面も持っており，微
分積分学が理論として形成する際に決定的な要因となったのである．だが一方で，現代の
洗練された微分積分学の観点からすると，ベルヌーイ論文は曲線と関数概念を結びつけて
いない．まだ関数概念が十分に発達していなかったからである．したがって，今回われわ
れが分析したベルヌーイの5連作論文の成果は，アルキメデスと現代の解析学との中間に
位置づけておくことが無難な評価であろう．しかしより詳細にその独自性や意義を見てお
く必要があるだろう．特にアルキメデスと一体どこが違っていたのかということである．
　［斎藤2006］は，アルキメデスの方法論の持つ斬新さと限界を明快に分析した好著であ
る。また『方法』を初めとするアルキメデス後期の著作への案内としても有用である．斎
藤はやはり後期の著作とされる『円錐状体と球状体について』の中で示される体積決定の
プロセスについて次のように述べている．
　アルキメデスはここで，体積決定という幾何学の問題が，原理的には級数の和
の計算に帰着されることを示しています．軸を等分して内接・外接立体を作り，
その和を求めるというアルキメデスの新しい求積法は我々にとっては非常にわか
りやすいものです．
　〔中略〕アルキメデスは図形を注意深く観察し，そこから得られた知見や直観
から，その図形を近似する方法を考えていました．それは幾何学的図形に対する
アプローチとしては自然なもので，むしろ図Zからいったん　れてその量的’
Eだけに“’目する方法を発明したことこそ，驚くべきことと言えるでしょう．　26
本質的なことは，上の引用にあるように図形そのものから離脱することである．各々の図
形に固有な性質はあるにせよ，それに依存することのない汎用性の高い方法を目指してい
2sﾁにアルキメデス後期の著作とされるr方法」は，17世紀の数学者の考えをほとんど先取りしている．だがこ
の著作は失われたものとされ，17世紀人たちは参照することができなかったはずである．このアルキメデスの
著作が再発見されるのは，20世紀に入ってからになる（1906年）．アルキメデスの著作が執筆された年代の特定
に関しては，［アルキメデス1990］の中で佐藤徹が詳説している．また「方法j再発見にまつわるエピソード
は［斎藤2006］に紹介されている．
26m斎藤2006］，78f頁．下線は引用者による．
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るからである．あるいはより一般性を備えた議論を可能にするために必要だからである，
その一方で，斎藤は「彼の方法が近代の積分法を生み出すためには，まだ埋めるべき溝が」
あったこともあわせて指摘している．27その「埋めるべき溝」として斉藤が挙げているの
は，級数（極限移行を概念的に含むことにより，実質的に無限級数と言ってよい）を適切
に表現する代数的記号法であり，また記号がもたらす異なる図形的対象に共通する量的関
係の把握であるとしている．　28後者は関数概念による解析学の再編と解釈できよう．ベル
ヌーイ論文において，その段階までは達成されなかった．だが前者に対しては，17世紀中
に獲得された成果が十分に盛り込まれていると見て差し支えないだろう．
　求積問題を無限級数の計算に帰着すること．それを17世紀後半の数学者たちは，その世
紀の前半に発達した記号代数を駆使して表現する能力を備えていた．またその表現手段を
持ち得たことによって，無限級数の計算技法を開発することもできた．表現手段が数学上
の新たな問題の設定と解決をもたらした好例である，第3論文命題36から40におけるメル
カトルの方法，第5論文命題53で示されたウォリスの補間法，命題54の一般2項展開，命
題55の未定係数法，いずれも個別の問題に対する解法という以上の意味合いを持っている．
（彼らに把握できる範囲内での）任意の状況に対応可能な一般性を備えていると考えられ
たのである．そうした技法の「道具箱」（ある種のサブルーチンと言い換えてもよい）を
提示し，与えられた問題の解決にどのように利用するか，またはどのようにそれに帰着さ
せるかを示すことがベルヌーイ論文の意図であったと見なすことができるだろう．
　ベルヌーイ論文では，最終的に平方根内に2次式，または4次式を含んだ積分計算の技
法が提示されていた．これらは個々にアド・ホックに変量変換が行われているように見え
る．だがベルヌーイの同時代人にも，ある程度一般的な方法論を把握することは容易だっ
たのではないか．図形と切り離すことのできないはずの求積問題が，代数的に表現された
サブルーチンの選択の問題に切り替わっている様相をわれわれは確認できるだろう．今一
度，ベルヌーイ論文がアルキメデスに比して獲得したものを列挙すると次のようになる．
1）（積分記号なども含めた）代数的記号によって無限級数を表示する．
2）「道具箱」（計算技法，「サブルーチン」）を作り，洗練させる．
3）個別の問題に対してどの道具を使用するか選択する．
求積問題がいかに理論的に体系化されるか，一つの姿をベルヌーイ論文は伝えている．17
世紀人たちは，アルキメデスの限界点を乗りこえ，歩みを進めた．ただし理論として形を
整える上では，さらに必要な事柄がある，それは全体の構成を読者に説得力を備えて提示
することである．ユークリッド『原論』の論証構造を典型とする，数学に必須な論理的整
27O掲書，同頁．
2sO掲書，87頁．
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合性をどのように保つか，それは避けて通ることのできない問題である．ベルヌーイの5
連作論文は，17世紀の終わりの時期から18世紀の初めの時期に，あえて古典的な記述スタ
イルを保ちつつ執筆されたものである．次節では，この側面についても再度まとめて確認
しておきたい．
3．2　同時代における成果の演繹的再構成
　第1論文においては，特に全体を構成する上で基礎となる議論が演繹的に述べられてい
た．まず議論の前提となる諸事項が提示され，配慮された命題の構成と証明が与えられて
いた．その論文の中では無限調和級数の発散やライプニッツの級数の和を求めることが目
標として定められていた．そうした結果は，すでにベルヌーイに先行する研究の中で公表
され，同時代人によく知られたものであった．だが結果のみで，それが得られる過程は必
ずしも明らかになっていなかった．ベルヌーイは論理的な再構成を行いつつ示したのだっ
た．そのためベルヌーイ論文は，ユークリッド以来伝統となっている記述スタイル（公理
または公準が立てられた後に，諸命題が証明され，後続命題の中で証明済の命題が利用さ
れる）に則っている．これは彼が自分の議論に説得力を持たせたかったからに違いない．
ここで説得力とは，議論の流れに飛躍や過誤が含まれないことを読者に納得させる力を指
す．数学内で踏襲される規範にかなうこと，しばしば議論の「厳密性」とも称される．
　ベルヌーイが活躍した時代は，数学の持つその説得力が諸学にとってモデルとされ，学
問再編において大きな役割を果たした．29だが，当時でさえ無限小という従来の数学の中
にない概念を取り込んだ微分積分学に対して疑義を呈する向きはあった．本当に十分な説
得力，厳密性を備えているのか論争があった．’°また現代の数学史研究において，ベルヌー
イ論文以降の18世紀における数学の流れと19世紀の数学とが大きく異なると評価する論者
は少なくない．コーシー（Augustin　Louis　Cauchy，1789－1857）に関わる研究書『コーシー
の厳密な解析学の諸起源』（The　Origins　of　Cauchy’s　Rigorous　Calculus）を著したジュディ
ス・グラビナーはその代表的論者である．彼女は19世紀前半に活躍したコーシーの数学が，
彼以前の数学と内容的に一線を画すると評価している．関数の連続性，極限操作について
議論をどのように提示するかに関して，確かにコーシーは独自性を持っている．31それは
適切に評価されてしかるべきである．32ただしグラビナーは，「厳密性」といったとき現代
の洗練された解析学をもとに，その起源としてのコーシーを（あるいは19世紀以降の数学
”ライプニッツが抱いた普遍数学概念，あるいは普遍学構想が典型である．詳しくは［林2003a］，第4章参照．
3°m林2000］参照．
3tmCauchy　l　821］参照．
32Oラビナーはコーシーの独自性が何か（例えば「連続性」に注目した点について），コーシー以前のどのよう
な数学者の影響を受けたのか（特にラグランジュの業績をどのように乗りこえようとしたかについて），またコー
シー自身の経歴の中でどのような動機に基づくものか（フランスにおける理工系のエリート養成所であった，
エコール・ポリテクニクの教育的配慮について）を分析している．［Grabiner　1981］参照．
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を）過大評価しているように見える．あたかもコーシー以前の数学者は，新しい微分積分
学による問題解決に驚喜し，その理論的基盤や体系化に注意を払わなかったかのようであ
る．33
　科学史研究一般においてアナクロニズムに陥らないよう心がけることは基本である．現
代の数学者に受け入れられている基準に照らして，それに「どれほど近づいているか」と
いう尺度によって過去のものを過大に，あるいは過小に測ることは厳禁である．いまわれ
われは18世紀初めまでに公にされた数学的貢献が持つ厳密性を問題にしている．それは現
代の微分積分学の名の下に学ばれているものとは異なる点も多い．基礎として初めに定義
づけるべき概念（連続性，収束・発散の条件）にふれられていない場合がある．ただしそ
れを理由に「厳密性に欠けていた」と判断するのは早計である．その時代ごとに依拠する
規範や，それに基づく数学的成果の記述スタイルがある．結局，所与の枠の中でいかに読
者を納得させるかが問題なのである．その点に関してベルヌーイも必要な努力は払ったと
見るべきでだろう（たとえそれが十分でなかったとしても）．
　コーシーは，グラビナーの主張するように厳密性の確保に努力したと見ることができる．
しかし別の見方も可能である．すなわち，彼は表に出てこなかった暗黙の前提（例えば関
数の連続性）をより鮮明にあぶり出すことに成功した，あるいは理論構成上，あえて何を
表に出し，何を背後に隠したままにするのがよいかの判断が鋭かった．そのような評価も
あり得る．コーシーを歴史の中でより正当に位置づけるためにどのように考えるか．いま
コーシーについて詳述する余裕はない（また機会を改めて論じたい）．ベルヌーイが試み
たことも厳密性を維持する努力の一環であって，単純に問題解決が主たる関心だった断じ
るべきではない．むしろ（ベルヌーイにとって）必要な基礎概念を前提して，どこまで議
論を組み立て得るのかに取り組んだと見なすべきだろう．彼も同時代の成果の体系化に腐
心したのである．ベルヌーイの無限級数に関する5連作論文を見るならば，厳密性に対す
る配慮を19世紀の数学者たちの専売特許にするべきでないと感じるだろう．
　体系化とは「完成品」を作ることを意味しない．ヤーコプ・ベルヌーイはある意味で先
行研究を「まとめる」作業だけを志したかもしれない．だがその行程の中で新たな問題設
定を生み出す余地も作った．それは［林2005］でも指摘した．数学の発展における断続
性（クーンの意味での「革命」）を過度に強調するのは好ましくないだろう．　3・4様々な局面
で数学が変化する要因は生まれる．また前項で指摘したように，総体としてベルヌーイ論
文は，アルキメデス以来の伝統の延長線上にありながら，本質的な変化を示している側面
もあった．数学における伝統遵守の精神を備えつつも，結果として革新性を備えるに至っ
3ツラビナーによれば，18世紀までの数学者は「厳密であることに無関心で，問題解決のための強力な諸方法を，
そのいくつかは正当化することができなかったのに，発展させ，適用することに彼らの労力を費や」した人々
であることになっている．Ibid．，　pp．1f．
M文字通り「数学における革命」を論じた著作として［Gillies　l992］を挙げることができる．
111
ているのである．ヤーコプ・ベルヌーイの無限級数に関する5連作論文は，従来大きな注
目をもって研究されてこなかった．しかしながらそれは十分に歴史的な評価与えるにふさ
わしい多面性を持ったものである．それを再度主張することで本論文を閉じることにした
い．
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